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Звенья переменной длины применяются в различных робототехнических изделиях: 
роботах-манипуляторах с телескопическими звеньями, антропоморфных роботах, 
экзоскелетах со звеньями переменной длины, в которых изменяется расстояние меж-
ду осями вращения в шарнирах, аналогично опорно-двигательному аппарату чело-
века. Модель звена переменной длины состоит из двух абсолютно твердых инерци-
онных участков, расположенных на концах звена и невесомого участка переменной 
длины, расположенного посредине звена. Одним концом звено при помощи комби-
нации из двух цилиндрических шарниров соединено с неподвижной опорой. Для 
управления движением звена в шарнирах установлено два электрических двигателя, 
передающих вращательный момент с помощью редукторов звену. Третий двигатель 
управляет изменением длины звена. Составлена система дифференциальных урав-
нений движения Лагранжа-Максвелла. Подобраны три электрических двигателя. 
Проведено моделирование движения звена и оценены ошибки позиционирования.
Ключевые слова: телескопический манипулятор, экзоскелет, антропоморфный робот, 
звено переменной длины, система дифференциальных уравнений Лагранжа-Макс
велла, электропривод, редуктор, управление, моделирование, анимация движения.

Links of variable length are used in various robotic products: robotic manipulators with 
telescopic links, anthropomorphic robots, exoskeletons with links of variable length, in 
which the distance between the axes of rotation in the hinges changes, similar to the human 
musculoskeletal system. The variable-length link model consists of two absolutely rigid 
inertial sections located at the ends of the link and a weightless variable-length section 
located in the middle of the link. At one end, the link is connected to a fixed support 
by means of a combination of two cylindrical hinges. To control the movement of the 
link, two electric motors are installed in the hinges, transmitting the torque by means of 
gearboxes to the link. The third motor controls the change in the link length. A system 
of Lagrange-Maxwell differential equations of motion has been compiled. Selected, three 
electric motors. Modeling of the link movement was carried out and positioning errors 
were estimated.
Keywords: telescopic manipulator, exoskeleton, anthropomorphic robot, variable length 
link, system of Lagrange-Maxwell differential equations, electric drive, gearbox, control, 
simulation, motion animation.
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Введение

Одним из современных направлений разви-
тия мехатронных устройств является увеличе-
ние количества степеней свободы, вследствие 
увеличивающихся вычислительных возможно-
стей и развития алгоритмов управления. Появ-
ляется возможность использовать управляемые 
звенья переменной длины, которые значительно 
расширят зоны достижимости для имеющихся 
роботов-манипуляторов [1–3], ползающих робо-
тов [4–6]. Применительно к экзоскелетам, зве-
нья переменной длины позволяют создать более 
комфортабельные модели [7–10], в сравнении с 
имеющимися. Модели звеньев переменной дли-
ны важны при моделировании опорно-двига-
тельного аппарата человека и создании антро-
поморфных роботов. Перечисленные факторы 
свидетельствуют об актуальности темы иссле-
дования и позволят создать мехатронные меха-
низмы с большими возможностями, чем у име-
ющихся в настоящее время моделей, что обеспе-
чивает новизну данного исследования.

Предложенная модель звена переменной 
длины отличается от ранее созданных [7–10] 
тем, что имеются два массивных, абсолютно 
твердых участка, а между ними расположен не-
весомый участок переменной длины. Предложе-
на пространственная модель звена переменной 
длины, для нее выбраны из стандартных изделий 
электроприводы, редуктора и винтовая передача, 
осуществляющие управляемое движение зве-
на. Все это позволяет использовать эту модель 
при дальнейшей практической реализации меха-
тронных робототехнических изделий в различ-
ных областях техники.

Звенья переменной длины для промышлен-
ных роботов-манипуляторов [1] и антропоморф
ных роботов начали разрабатываться давно. 
Однако и в настоящее время данная проблема 
является актуальной и ведутся разработки ро-
бототехнических устройств со звеньями пере-
менной длины различных конструкций [7–10]. 
Однако в них отсутствуют активные приводы, 
управляющие изменением длины звена. Исходя 
из этого, предложенная модель восполняет име-
ющиеся пробелы и может быть широко исполь-
зована при создании реально работающих робо-
тотехнических управляемых устройств, напри-
мер, активного экзоскелета для человека.

В настоящей работе для звена переменной 
длины задана траектория движения, и реше-
на задача определения управляющих моментов 
и продольных сил с использованием системы 
дифференциальных уравнений Лагранжа второ-
го рода. Затем, исходя из знания необходимого 
управления, подобраны из имеющихся в прода-
же электродвигатели с редукторами и винтовой 
передачей, и проведено решение задачи Коши 
для составленной системы Лагранжа-Максвелла 
с полученным ранее управлением. На основании 
полученного решения задачи Коши, синтезиро-
вана траектория движения звена, и проведено 
сравнение с исходной траекторией, оценена по-
грешность полученного результата.

Электромеханическая модель движения 
звена переменной длины

Рассматриваемая в трехмерном простран-
стве механическая система состоит из звена пе-
ременной длины с одной закрепленной точкой 
(рис. 1). Введем неподвижную систему коорди-
нат OXYZ, в которой происходит движение меха-
низма. Звено АВ переменной длины состоит из 
двух весомых частей не изменяющих свою дли-
ну и одной невесомой части между ними пере-
менной длины. Трением в шарнире и на участке 
переменной длины будем пренебрегать.

Система имеет два весомых, абсолютно 
жестких стержня: АC и DВ. Длины участков зве-
на постоянной длины AC = l11, DB = l12, двойная 
нумерация индексов связана с перспективами 
построения многозвенной модели экзоскелета: 

Рис. 1. Звено переменной длины
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первый индекс соответствует номеру звена, вто-
рой — номеру весомого участка на звене. Пере-
менность длины звена реализуется за счет отно-
сительного движения вдоль направления звена 
AВ участка DВ. Участок переменной длины CD 
считается невесомым. Считаем, что на нем име-
ется сила F1, которая обеспечивает необходимое 
управляемое изменение длины звена. Устрой-
ством, позволяющим изменять длину звена, яв-
ляется электрический двигатель с винтовой пе-
редачей.

Комбинация двух цилиндрических шарни-
ров с электродвигателями, расположенных в точ-
ке А, жестко соединенных с опорной поверхно-
стью, позволяет реализовывать движение вдоль 
двух угловых обобщенных координат j1 и y1. 
Под действием силы тяжести и управляющего 
воздействия электродвигателя с винтовой пере-
дачей происходит движение участка DB относи-
тельно участка AC, вдоль направления АВ, тем 
самым обеспечивается изменение длины звена 
на участке CD.

Положение весомого участка звена зависит 
от трех параметров и однозначно определяется 
углами j1(t), y1(t) и переменной длиной участ-
ка стержня x1(t). Рассматриваемая система имеет 
три степени свободы. Обозначим через M1φ и M1y 
управляющие моменты, развиваемые электро-
приводами в шарнире А. Продольная сила F1 яв-
ляется третьим управляющим параметром в рас-
сматриваемой системе.

Масса стержня  AC  равна  m
11

, момент инерции 
относительно оси, проходящей через его конец, I11; 
для стержня DВ масса равна m12, момент инерции 
относительно оси, проходящей через его конец, I12.

Кинетическая энергия звеньев складывается 
из энергий весомых участков звена: стержней АC 
и DВ. При этом стержень DВ совершает сложное 
движение: вращательное вокруг полюса, находя-
щегося в точке А прикрепления к опоре, и посту-
пательное вдоль направления звена.
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Таким образом, составлена система диффе-
ренциальных уравнений движения (1)–(3), опи-
сывающая модель звена переменной длины на 
плоскости.

Запишем уравнения электрической подсисте-
мы в виде уравнений Лагранжа-Максвелла. Не-
обходимо найти кинетическую энергию магнит-
ного поля, в уравнениях учесть обратную ЭДС 
двигателя и учесть активные потери в двигателе. 
В качестве обобщенной координаты примем за-
ряд якоря. В результате необходимо получить за-
кон изменения напряжения, которое необходимо 
приложить к двигателю, чтобы обеспечить дви-
жение механизма по заданной траектории. Запи-
шем уравнения электрической подсистемы:
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Модель управления звеном переменной 
длины при помощи заданных кинематически 

характеристик движения

Создание анимации движения реализова-
но в  среде Matlab. Вначале построим модели 
формирователей траекторий, зададим скорости 
и  ускорения механизма. Все задатчики имеют 
одинаковую структуру, приведем модель для 
синтеза траектории координаты φ (рис. 2).

С помощью задатчика зададим траекторию 
движения звена, затем проведем анимационную 
визуализацию его перемещения в программе для 
создания анимации движения. Длины участков 
звена примем l11 = l12 = 0,5 м, максимальное вы-
движение по координате ξ примем 0,2 м, значе-
ния координат, в начальном положении механиз-
ма, примем равным нулю. Положение механизма 
в конце движения, характеризуется следующими 
значениями координат: φ = 90°, ψ = 45°, ξ = 0,2 м. 
Все задатчики положения являются оптималь-
ными по быстродействию, имеют трапецеидаль-
ную тахограмму. Задающие устройства форми-
руют сигналы пропорциональные задающему 
углу, скорости, ускорению, с учетом ограничения 
максимальных значений скоростей и ускорений. 
Сигнал на торможение подается в момент, когда 
пройденное перемещение, плюс путь, затрачива-

емый на торможение, сравняется с желаемой ко-
нечной координатой. Так как итоговая анимация 
содержит 235 кадров, в статье приведем лишь 
несколько из них (рис. 3).

В результате работы программы, задающей 
для каждой координаты функции, определяю-
щие траекторию движения предложенной меха-
нической системы, создана анимация движения, 
позволяющая наглядно оценить перемещение 
модели звена переменной длины в трехмерном 
пространстве.

Модель динамики управляемого звена 
переменной длины

Определим управляющие моменты и силы 
для реализации заданного перемещения. Соз-
дадим подсистему Matlab Fcn, содержащую си-
стему дифференциальных уравнений движения 
Лагранжа второго рода (1)–(3), для решения об-
ратной задачи динамики механизма. Входными 
данными являются траектории, скорости, уско-
рения, заданные с помощью задатчиков в пре-
дыдущем пункте, выходными — полные момен-
ты и силы механизма, и управляющие моменты 
и силы.

Были построены нагрузочные диаграммы 
для каждой обобщенной координаты. Исполь-

Рис. 2. Блок-схема задатчика для синтеза траектории координаты φ

Рис. 3. Кадры анимации движения звена переменной длины в пространстве
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зуя заданные кинематические характеристики 
движения, в итоге решения системы уравнений 
(1)–(3) были получены зависимости управля-
ющих моментов и продольной силы во время 
движения звена. Далее были проведены оценки 
максимальных и среднеквадратичных моментов 
для выбора приводных двигателей. Построенная 
в Matlab модель является универсальной, т.к. для 
расчета механизмов с более сложной конструк-
цией не нужно менять структуру модели, а лишь 
изменить уравнения движения.

Составляющая управляющего момента φ, 
направленная на преодоление сил тяжести от-
сутствует, т.к. вращение проходит вокруг оси 
z, привод для координаты будет выбран малой 
мощности. Для координаты ψ наблюдаются са-
мые большие моменты нагрузки. Форма нагру-
зочной диаграммы нелинейная, что будет силь-
но влиять на качество управления приводом. 
Для поступательной координаты ξ  управляющая 
сила увеличивается по мере увеличения длины 
механизма. Динамические составляющие имеют 
малые значения.

Таким образом, в результате определены 
управляющие моменты и силы, позволяющие 
реализовать заданное перемещение, при усло-
вии минимизации времени движения и энерге-
тических затрат. 

Осуществим выбор электрических приво-
дов для модели звена переменной длины. Исхо-
дя из полученных результатов, рассчитаем экви-
валентные моменты и силы: Мэкв_j = 0,342 Н·м, 
Мэкв_y = 5,20 Н·м, Fэкв_ξ = 2,62 Н·м.

Последовательное перемещение будет осу-
ществляться через винтовую передачу. Выбор 
передачи осуществляем по силе, скорости и не-
обходимой длине винта: передаточное отноше-
ние 1, максимальная линейная скорость 375 мм/с, 
максимальное линейное усилие 21 Н, КПД пере-
дачи 93 %, длина винта 200 мм, шаг 5 мм/об, вес 
передачи 52 г. Рассчитаем необходимый момент 
двигателя Мдв_ξ = Fэкв_ξ·p/(2×p×h)  =  2,24  мН·м 
и необходимую скорость двигателя nдв = V·60/p = 
= 1200 об/мин. Приводной двигатель выбираем 
по моменту, скорости и совместимости с винто-
вой передачей, между передачей и двигателем 
редуктора нет. В результате был выбран двига-
тель постоянного тока серии RE16.

Для реализации вращательного движения 
звена предложена конструкция электродвига-

телей с редукторами. Опишем электропривод 
для координаты φ. Выберем редуктор по экви-
валентному моменту, максимальному момен-
ту и  выберем оптимальное передаточное чис-
ло. Был выбран планетарный редуктор серии 
GPX16, имеющий следующие характеристики: 
передаточное число 679, число ступеней 4, мак-
симальный длительный момент 0,6 Н∙м, крат-
ковременно допустимый момент 0,75 Н∙м, КПД 
65 %, вес редуктора 31 г. Рассчитаем необходи-
мый момент двигателя: nдв = i·nmax = 5093 об/мин, 
Мдв = Mэкв/(i·hp) = 0,775 мН·м,  Мmax_дв = Mmax/(i·hp) = 
= 1,36 мН·м. На основании расчетов требуемых 
параметров, был выбран двигатель постоянного 
тока серии DCX14L.

Опишем электропривод для координаты ψ, 
по которой возникают наибольшие нагрузки, свя-
занные с компенсацией веса звена в поле тяжести. 
Выберем редуктор по эквивалентному моменту, 
максимальному моменту и выберем оптимальное 
передаточное число. Был выбран планетарный 
редуктор серии GPX32, имеющий следующие 
характеристики: передаточное число 231, число 
ступеней 3, максимальный длительный момент 
6,6 Н∙м, кратковременно допустимый момент 
8,0 Н∙м, КПД 75 %, вес редуктора 230 г. Рассчита-
ем необходимый момент двигателя: nдв = i·nmax = 
= 866  об/мин, Мдв = Mэкв/(i·hp) = 30,01  мН·м, 
Мmax_дв = Mmax/(i·hp) = 32,74  мН·м. В результате 
расчетов необходимых параметров, был выбран 
двигатель постоянного тока серии DCX26L.

Таким образом, выбраны из имеющихся 
в продаже в настоящее время и подходящие по 
характеристикам три электрических двигателя. 
Для двух двигателей, которые определяют вра-
щательное движение звена, подобраны редукто-
ры, а для двигателя, реализующего изменение 
длины звена, выбрана винтовая передача без ре-
дуктора.

Следующим этапом являлась разработка 
замкнутых систем управления для двигателей 
постоянного тока. Для всех двигателей системы 
управления по структуре одинаковые. Разрабо-
танные одноконтурные системы управления об-
ладают астатизмом первого порядка по возмуще-
нию и астатизмом второго порядка по управле-
нию. Ток в двигателе регулируется «отсечкой». 
Данная модель также учитывает изменение мо-
мента инерции механизма. Приведем траектории 
движения для всех координат (рис. 4–6).
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Рис. 4. Траектория координаты φ и ошибка позиционирования δφ

Рис. 5. Траектория координаты ψ и ошибка позиционирования δψ
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Системы разрабатывались в двухконтурной 
системе с ПИД-регулятором. Внешний контур 
основной — по положению, внутренний контур 
с отсечкой — по току для устранения больших 
выбросов токов двигателей. По графикам вид-
но, что ошибка позиционирования относительно 
мала и лишь на участках ускорения увеличивает-
ся. Следовательно, системы можно использовать 
при разработке роботов-манипуляторов и антро-
поморфных систем.

Заключение

Рассмотрена управляемая робототехническая 
система в виде звена переменной длины. В каче-
стве источника движения используются электро-
двигатели с редукторами или винтовой передачей. 
Предложена математическая модель системы пред-
ставленная в виде дифференциальных уравнений 
движения Лагранжа-Максвелла. Осуществлена 
ее реализация в среде MatLab-Simulink. Написан 
необходимый код программ. Реализован способ 
управления движением звена переменной длины, 
обеспечивающий его перемещение в  заданную 
точку пространства на основе задания кинематики 
движения. Проведено численное моделирование 
движения звена переменной длины с использова-

нием такого способа. Установлено, что ошибки по-
зиционирования малы. Данная модель может быть 
использована для непосредственной реализации 
в конкретных робототехнических системах: про-
мышленных роботах манипуляторах, антропомор-
фных роботах, активных экзоскелетах — везде, где 
важен учет изменения длины звена для выполне-
ния заданной полезной работы.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ и Смоленской области в рам-
ках научного проекта № 19-48-670002.
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